Elektronik-Grundlagen

Modulationsverfahren Teils

In diesem Teil der Artikelserie setzen wir die Erlduterungen zu den Winkelmodulations-
verfahren fort und geben einen Einblick in die mathematische Betrachtungsweise zur Phasen-

und Frequenzmodulation.

Allgemeines

Die Winkelmodulation beschreibt die-
jenigen Modulationsverfahren, die das
Argument einer Winkelfunktion beeinflus-
sen. Im Teil 3 dieser Artikelserie (,,ELV-
journal” 1/99) haben wir erlautert, wie
durch die Variation der Frequenz bzw. der
Phase eines sinusférmigen Signals bei kon-
stanter Amplitude die Frequenz- bzw. Pha-
senmodulation entsteht. Die plausiblen
Erklarungen des vorangegangenen Arti-
kels werden wir im Folgenden durch die
mathematische Beschreibung von der theo-
retischen Seite beleuchten. Dabei ist die
recht komplizierte Materie soweit verein-
facht, daf} der interessierte Leser die ein-
zelnen Schritte zur Entwicklung der Funk-
tionsgleichungen leicht nachvollziehen
kann.

Mathematische Betrachtung

Die nun folgende mathematische Be-
trachtung der Winkelmodulationsverfah-
ren wird den schon beschriebenen engen
Zusammenhang zwischen Frequenz- und
Phasenmodulation aufzeigen und auch das
Zustandekommen des in Abbildung 14
(,,ELVjournal” 1/99) dargestellten Fre-
quenzspektrums erklaren.

Das unmodulierte sinusformige Tréger-
signal mo(t) mit der Amplitude 1, der Tra-
gerfrequenz fo und des Nullphasenwinkels
@o dient als Ausgangspunkt und 148t sich
mit Hilfe der folgenden Gleichung beschrei-
ben:

mo(t) =cos(2-m- fo-t+@o) (GL.28)
Bei einer Winkelmodulation, Phasen- oder
Frequenzmodulation, wird nun das Argu-
ment der Winkelfunktion

Y(@)=2- fo-t+@o (GL. 29),

das den zeitlichen Verlauf des Signals be-
schreibt, im Sinne eines niederfrequenten
Quellensignals veridndert. Dieses modulie-
rende Signal, das bei einer FM-Rundfunk-
iibertragung das NF-Audiosignal darstellt,
wird im Folgenden ganz allgemein mit s(t)
bezeichnet. Durch die Beeinflussung des
unmodulierten Signals mo(t) im Sinne des
NF-Signales s(t) entsteht das modulierte
Signal m(t). Ganz allgemein kann man fiir
die Funktionsgleichung einer Winkelmo-
dulation schreiben:
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m(t)=cos|¥(f ()] (Gl 30)

Die obigen Erldauterungen sind soweit
verallgemeinert, daB sie fiir beide Modula-
tionsverfahren gelten. Fiir die weitere Be-
trachtung ist es aber erforderlich, die Pha-
sen- und Frequenzmodulation getrennt zu
behandeln.

Phasenmodulation

Bei der Phasenmodulation (PM) wird die
Nullphasenlage des Triagersignals im Sinne
des NF-Signals veridndert. Zur Beschrei-
bung wird die Funktionsgleichung des un-
modulierten Trigers Gl. 28 herangezogen.
In dieser Gleichung wird nun die Nullpha-
senlage @o durch das NF-Signal beeinfluf3t,
d. h. @o wird eine Funktion in Abhéngigkeit
vom NF-Signal. Zur mathematischen Aus-
fiihrung der PM ist im Argument der Win-
kelfunktion (GI. 29) des unmodulierten Tra-
gers nur die eigentlich konstante Nullpha-
senlage @o durch die Funktionsgleichung
des Quellensignals zu ersetzen:

Wen(t)=2-7w- fo-t+k-s(t) (Gl 31)

Der Wert k stellt dabei nur eine Modulati-

onskonstante dar. Wird diese Argument-
funktion der Phasenmodulation Wem(t) in
die allgemeine Funktionsgleichung Gl. 30
eingesetzt, so ergibt sich folgende allge-
meine mathematische Definition der Pha-
senmodulation:

mev(t)=cos|2- - fo-t+k-s(t)] (Gl 32)

Da zwischen dem Modulationssignal
mem(t) und dem modulierenden Signal s(t)
ein nichtlinearer Zusammenhang besteht,
gehoren die Winkelmodulationsverfahren,
d.h. sowohl die Phasenmodulation als auch
die Frequenzmodulation, zu den nichtli-
nearen Modulationsverfahren. Im Ver-
gleich dazu wird die Amplitudenmodulati-
on, aufgrund der linearen Verkniipfung
zwischen den Signalen, zu den linearen
Systemen gezihlt.

Aus oben gezeigter allgemeiner Glei-
chung (Gl. 32) lassen sich leider weder der
zeitliche Verlauf noch die spektrale Ver-
teilung auf einfache Art ablesen. Ein bes-
seres Verstindnis ergibt sich durch die
Einfiihrung eines konkreten modulieren-
den Signals (Quellensignal). Daher geht
man zu einer sogenannten Eintonmodula-
tion iiber, bei der das modulierende Signal
eine einfache Cosinus-Funktion ist:

s(ty=a-cos(2-mw- f1-t) (GI. 33).

Durch Einsetzen dieser Formel fiir ein all-
gemeines NF-Signal mit der Amplitude a
und der Frequenz f1 in die allgemeine Glei-
chung Gl. 32 erhilt man fiir das phasenmo-
dulierte Signal folgende Funktionsglei-
chung:

mem(t) =COS[2~7Z?~f0~l‘
+k4a~cos(2~n'-f1~t)]
(Gl. 34)

Hieraus ist der nichlineare Zusammen-
hang noch besser zu erkennen. Dal} diese
Gleichung ein phasenmoduliertes Signal
ergibt, 146t sich in Abbildung 15 (,,ELV-
journal” 1/99) erkennen. Das dort darge-
stellte Modulationssignal mem(t) wurde mit
Hilfe einer entsprechenden Software aus
obiger Gleichung berechnet. Um nun aus
obiger Gleichung auch das Frequenzspek-
trum bestimmen zu konnen, sind noch eini-
ge Umformungen notwendig, die im An-
schlu an die nun folgende mathemati-
schen Betrachtung der Frequenzmodulati-
on beschrieben werden.

Frequenzmodulation

Die Frequenzmodulation (FM) wird
durch die Variation der Frequenz des Tra-
gersignals erreicht. Zur mathematischen
Betrachtung wird zunichst wieder die all-
gemeine Gleichung des unmodulierten
Tragersignals Gl. 28 herangezogen. Da die
Nullphasenlage @o bei diesem Modulati-
onsverfahren keine Bedeutung hat, 1463t
sich dieser Parameter zu Null setzen und
das Argument der Cosinus-Funktion ver-
einfacht sich zu:

Y(t)=2-w fo-t (Gl. 35)

Der bei der FM zu beeinflussende Para-
meter im Argument ist die Frequenz fo. In
der mathematischen Betrachtung wird die
sonst konstante Frequenz fo im Sinne des
modulierenden Signals s(t) verdandert, d. h.
es tritt zu jedem Zeitpunkt eine ,,neue”
Frequenz fi(t) auf, deren Abweichung von
der Tragerfrequenz fo vom NF-Signal ab-
hingt. Der in diesem Zusammenhang ein-
gefiihrte Begriff der Augenblicksfrequenz
fi(t) gibt die fiir jeden Augenblick neu zu
bestimmende Frequenz an. Mathematisch
betrachtet ist dies eine einfache Addition
der Tragerfrequenz fo mit dem mit der
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Modulationskonstanten k gewichteten NF-
Signal s(t). Es gilt somit:

fi@) = fo+k-s(t) (GL. 36).

Zur Berechnung der Funktionsgleichung
mul nun zunéchst die Argumentfunktion
Wem(t) bestimmt werden. Den Zusammen-
hang zwischen Argumentund Augenblicks-
frequenz gibt folgende Gleichung an, die
wir hier als ,,Kochrezept” angeben, und
aufgrund des hierin vorkommenden inte-
gralen Zusammenhanges nicht herleiten:

¥ =27[f(ndr  (GL37)

Ersetzt man in obiger Gleichung den
Ausdruck fi(t) durch die Definition in Glei-
chung 36 und 16st diesen Ausdruck nach
den Regeln der Integralrechnung, erhilt
man letztlich folgende Formel:

Wen(1) =270 fo-t+2-m-k- [ s(r)dt
° (Gl 38)
Dieser Term, eingesetzt in die allge-
meine Gleichung der Winkelmodulation
(Gl. 30), ergibt die mathematische Defini-
tionsgleichung fiir ein frequenzmodulier-
tes Signal:

mrm(t) = cos|:2-7t-fo-t

+2~n~k-js(r)dr}
0
(GL. 39)
Aus dieser Gleichung 148t sich das bei
der Modulation entstehende Signal nicht
mehr auf einfache Weise vorherbestim-

men. Interessant ist aber der Vergleich mit
der Gleichung der Phasenmodulation
(Gl. 32). Dabei fillt auf, da3 sich beide
Funktionen nur durch das laufende Inte-
gral liber das modulierenden Signales s(t)
unterscheiden. In der Praxis heif3t dies, daf3
sich eine Frequenzmodulation auch mit
Hilfe einer Phasenmodulationsschaltung
realisieren 14ft, wobei das modulierende
Signal s(t) vorher mit einem Integrator
vorverarbeitet werden muf3. Das Ergebnis
beider Modulationen ist dann identisch.
Diese enge Verwandtschaft zwischen
dem Phasen- und Frequenzmodulations-
verfahren wird bei der folgenden FM-Ein-
tonmodulation noch deutlicher. Setzt man
die mathematische Definition des NF-Si-
gnals aus Gleichung 33 in die allgemeine
Formel der FM (Gl. 39) ein, erhélt man:

mrm(t) =cos|2-7- fo-t-
+2-7-k-[a-cos(2 7 f1-7)d7
0

(GL. 40)

Genau auf dieser Formel basiert die in
Abbildung 13 (,,ELVjournal” 1/99) darge-
stellte Frequenzmodulation. Wird das In-
tegral im Argument geldst, so ergibt sich:

mem(t) =COS[2~ﬂ-f0-t

k-a . ]
+——sin(2-w- f1-1)
fi (GL 41)

Vernachlissigt man die Konstante vor
der Sinus-Funktion, erkennt man gegen-
tiber der Gleichung der PM (Gl. 34) nur
einen Unterschied: Bei der Frequenzmo-
dulation ist aus der urspriinglichen Cosi-
nus-Funktion im modulierenden Signal (It.
GlL. 33) eine Sinus-Funktion im Argument
des modulierten Signals mrm(t) geworden.
Dieser Unterschied ist in der Integration
begriindet. Dies bedeutet in der Praxis, daf}
ein Quellensignal, das integriert und an-
schlieBend auf einen Phasenmodulator ge-
geben wird, das gleiche Modulationser-
gebnis liefert, wie eine Frequenzmodulati-
on mitdem originalen, d. h. nicht integrier-
ten Quellensignal. Im Umkehrschluf} heif3t
dies, daf} bei einem gegebenen winkelmo-
dulierten Signal ohne Kenntnis des Modu-
lationsverfahrens, PM oder FM, kein Riick-
schluff auf das modulierende Quellensi-
gnal moglich ist.

In den hier vorgestellten Beispielen (PM:
Gl. 33 und FM: GI. 41) wird dies besonders
deutlich, wenn beide Signale nacheinander
im Zeitbereich, z. B. auf einem Oszilloskop,
darstellt werden. Dabei dieser Darstellungs-
art keine Zuordnung des zeitlichen Null-
punktes moglich ist, ist die Zeitverschie-
bung nicht erkennbar, und die modulierten
Signale sind nicht zu unterscheiden.

Frequenzspektrum der Phasen-
und Frequenzmodulation

Die Bestimmung der spektralen Vertei-
lung einer Winkelmodulation aus den her-
geleiteten Gleichungen fiir die Phasen- und

Frequenzmodulation ist ohne

Bessel-Funktionen - 1.Art, 1.-12.0rdnung

weitere mathematische Umfor-
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mungen kaum moglich. Die
notwendigen Umformungen
werden im Folgenden am Bei-
spiel der Frequenzmodulation
durchgefiihrt. Dazu betrach-
tet man zundchst die Glei-
chung der FM-Eintonmodu-
lation (GI. 41) und legt fest:

k-a

— = Urm Gl. 42
e @L4Y)

Diese Konstante wird als
Modulationsindex bezeichnet
und ist bereits im vorherigen
Artikel beschrieben und mit
der Gleichung 25 wie folgt
definiert:

Urm = E (Gl. 43)
fi1

Die Einfiihrung dieses Mo-

dulationsindexes, der im Prin-

zip die ,,Stiarke” der Modula-

tion beschreibt, erlaubt es, die
10 Gleichung der Eintonmodu-
lation wie folgt umzuschrei-

Bild 17: Bessel-Funktionen 1. Art, 1. bis 12. Ordnung
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mem(t) =COS[2~7'E~f0~t
+ v -sin(2- 7 f1-1)]
(G. 44)

Eine solche Gleichung 148t sich nun
mittels Bessel-Funktionen in eine unendli-
che Reihe umschreiben, die dann Auf-
schluf3 tiber das Frequenzspektrum gibt. Es
gilt folgendes Theorem:

cos[oc+x~sin(ﬁ)] = iln(x)-cos(OHn-ﬁ)

N=—oco

(Gl. 45)

Hierin sind Jn(x) Bessel-Funktionen 1. Art
und n-ter Ordnung. Die Werte konnen aus
Tabellen oder Diagrammen entnommen
werden. In Abbildung 17 haben wir der
Vollstiandigkeit halber diese Bessel-Funk-
tionen bis zur 12. Ordnung dargestellt.

Wendet man obiges Theorem auf die
Gleichung der FM-Modulation (Gl. 44) an,
so ergibt sich der folgende Ausdruck, aus
dem sich die spektrale Verteilung ablesen
1aBt:

men(t) =Y Jo( ew)

n=—oco

-cos[2-m-(fotn-f1)-t]
(GL. 46)

Die erste ganz allgemeine Betrachtung
der Gleichung ergibt, dal} es sich hierbei
um eine Summe unendlich vieler verschie-
dener gewichteter Cosinus-Signale han-
delt. Um nun aus diesem Ausdruck das
Frequenzspektrum bestimmen zu konnen,
ist zundchst das Argument der Cosinus-
Funktion zu betrachten: Fiirn =0 erscheint
nur die Frequenz des Trégers fo. Alle wei-

ben Frequenzen oberhalb und unterhalb
des Tragersignalsim Abstand n-f1,d. h. alle
Werte n#0erzeugen die Seitenbéander. Die
Funktionswerte der Besselfunktion Ju(pem)
sind bei konstantem Modulationsindex fe-
ste Zahlenwerte, die nur eine Gewichtung
vornehmen und so die Amplitudenvertei-
lung der einzelnen Seitenbandsignale an-
geben. Sie sind daher nicht so kompliziert
in der Anwendung, wie es auf den ersten
Blick erscheint.

Da die Summenfunktion aus Gl. 46 von
-co bis +oo 4uft, ergeben sich bei der Fre-
quenzmodulation Seitenbandsignale, die
sich theoretisch iiber den gesamten Fre-
quenzbereich erstrecken. Aufgrund der mit
steigendem n kleiner werdenden Funkti-
onswerte der Besselfunktionen, fillt die
Amplitude der zugehorigen Seitenbandsi-
gnale schnell ab, so daf} diese in der Praxis
keine Bedeutung mehr haben. Eine Band-
begrenzung auf die im ,,ELVjournal” 1/99
bereits beschriebene Carson-Bandbreite
wirkt sich daher in der Praxis kaum aus.

DaB sich obige theoretische Erkldrun-
gen auch mit der Praxis decken, zeigt Ab-
bildung 18. Dort ist das Spektrum eines
FM-Signals dargestellt, das gemil3 der
Formel GIl. 46 berechnet ist. Die dabei
verwendeten Parameter entsprechen de-
nen, die der in Abbildung 14 (,,ELVjour-
nal” 1/99) dargestellten FM zu Grunde
liegen. Ein Vergleich beider Abbildungen
zeigt, daB hier Theorie und Praxis gut iiber-
einstimmen.

Abernichtnur zur Berechnung des Spek-
trums kann die theoretische Betrachtung
herangezogen werden, es lassen sich um-
gekehrt auch verschiedene Parameter ei-

senen Frequenzspektrum bestimmen. Als
wichtiger Parameter ist z. B. der Modulati-
onsindex bestimmbar: Werden die Ampli-
tuden der Signalanteile im Spektrum be-
stimmt und zueinander ins Verhiltnis ge-
setzt, so kann iiber einen Vergleich mit den
Amplituden der Besselfunktionen in Ab-
bildung 17 der Modulationsindex bestimmt
werden. Besonders einfach ist diese Be-
stimmung von UrM, wenn eines der ersten
Seitenbandsignale im Spektrum fehlt. Ist
z. B., wie in der Abbildung 14 und 18, das
2. Seitenband nur mit sehr kleiner Ampli-
tude vorhanden, so kann auf einen Modu-
lationsindex von Urm = 5,1 geschlossen
werden, da auch die Besselfunktion 2. Ord-
nung Ja(2,uem) in Abbildung 17 dort einen
Nulldurchgang hat.

Um als weiteren Parameter der FM den
Frequenzhub AF zu bestimmen, muf} zu-
néchst die Definitionsgleichung GI. 43 um-
gestellt werden. Nach der Bestimmung der
Signalfrequenz f1 aus dem Abstand der ein-
zelnen Seitenbénder 146t sich in diesem Fall
ein Frequenzhub von AF = 73,3 kHz berech-
nen. Beachtet man, daf es sich bei obiger
Bestimmung von prm aus dem Diagramm
(Abb. 17) nur um eine grobe Schitzung
handelt, ist es erstaunlich, wie genau
die tatsichlichen Modualtionsparameter
wem=5,2 und AF =75 kHz bestimmbar sind.
Somit ist es moglich, mit einfachen Mitteln
die sonst schwer mef3baren Parameter einer
Frequenzmodulation zu bestimmen.

Nach diesen sehr theoretischen Betrach-
tungen der Winkelmodulationsverfahren
werden wir uns im néchsten Teil dieser
Artikelserie wieder einfacheren Beschrei-
bungen verschiedener Modulationsverfah-

teren ganzzahligen Werte fiir n beschrei-  ner Frequenzmodulation aus einem gemes-  ren widmen.
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